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豆知識
RLC直列回路

R L C

v(t) = vR(t) + vL(t) + vC(t)

i(t) = iR(t) = iL(t) = iC(t)

図 1 RLC直列回路．

インピーダンス

Z = R+ jωL+ 1
jωC

共振条件と共振角周波数

Im[Z(ω0)]= 0 ∴ ω0L = 1
ω0C
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∴ ω0 = 1p
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共振時のインピーダンス
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インピーダンスの周波数特性
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図 2 RLC直列回路のインピーダンスの周波数特性．

表 1 RLC 直列回路の共振特性の数値例（L = 10 mH，
C = 1 µF）．単位は，R (Ω)，角周波数 (rad/s)．

R 0 1 10 100

ω0 10000 10000 10000 10000

ω1 10000 9950 9513 6180

ω2 10000 10050 10513 16180

∆ωene 0 100 1000 10000

∆ωFWHM 0 100 1000 10000

Qene ∞ 100 10 1

QFWHM ∞ 100 10 1
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課題 RLC直列回路の Q値（エネルギー方式）
図 1に示した RLC直列回路の Q 値を，エネルギー方

式の Q 値の定義に基づいて求めよ．

R L C

v(t) = vR(t) + vL(t) + vC(t)

i(t) = iR(t) = iL(t) = iC(t)

図 3 RLC直列回路（図 1の再掲）．
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図 4 RLC直列回路のインピーダンスとフェーザダイヤ
グラム．
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図 5 RLC直列回路の電圧・電流・電力・エネルギーの
波形．
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略解

【共振時の端子間電流】

i(t)= Im sinω0t

【共振時の各素子の電流・電圧】

iL(t)= i(t)= Im sinω0t

vL(t)= L
diL(t)

dt
=ω0LIm cosω0t

iC(t)= i(t)= Im sinω0t

vC(t)= 1
C

∫
iC(t) dt =− Im

ω0C
cosω0t

iR(t)= i(t)= Im sinω0t
vR(t)= Ri(t)= RIm sinω0t

【共振時に成り立つ関係】

ω0L = 1
ω0C

より 1
2
ω0LI2

m = 1
2

I2
m

ω0C

ここで，後の電力計算で使うために

PX = 1
2
ω0LI2

m = 1
2

I2
m

ω0C

とする．

【L と C の無効電力】

pL(t)= vL(t) iL(t)

=ω0LI2
m sinω0t cosω0t

= 1
2
ω0LI2

m sin2ω0t

= PX sin2ω0t

pC(t)= vC(t) iC(t)

=− I2
m

ω0C
sinω0t cosω0t

=−1
2

I2
m

ω0C
sin2ω0t

=−PX sin2ω0t

【L が保持するエネルギーの瞬時値 wL(t)】

wL(t)=
∫

pL(t) dt = PX

∫
sin2ω0t dt

=−1
2

PX

ω0
cos2ω0t+KL

L が保持するエネルギーは，L の電流がゼロのときにゼ
ロであるから，

iL(t)= 0 ⇒ sinω0t = 0 ⇒ ω0t = nπ ⇒
2ω0t = 2nπ ⇒ cos2ω0t = 1

のときに wL(t)= 0 ∴ KL = 1
2

PX

ω0

よって，

wL(t)= 1
2

PX

ω0

[
1−cos2ω0t

]= PX

ω0
sin2ω0t

【C が保持するエネルギーの瞬時値 wC(t)】

wC(t)=
∫

pC(t) dt = PX

∫
(−sin2ω0t) dt

= 1
2

PX

ω0
cos2ω0t+KC

C が保持するエネルギーは，C の電圧がゼロのときにゼ
ロであるから，

vC(t)= 0 ⇒ cosω0t = 0⇒ω0t = π

2
+nπ ⇒

2ω0t =π+2nπ ⇒ cos2ω0t =−1

のときに wC(t)= 0 ∴ KC = 1
2

PX

ω0

よって，

wC(t)= 1
2

PX

ω0

[
1+cos2ω0t

]= PX

ω0
cos2ω0t
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【回路が保持するエネルギーの瞬時値 wS(t)】

wS(t)= wC(t)+wL(t)

= PX

ω0

[
sin2ω0t+cos2ω0t

]= PX

ω0

wS(t)が一定ということは，wS(t)そのものが「回路が定
常的に保持しているエネルギー」であるということを意
味する．

【回路が定常的に保持しているエネルギーWS】

WS = PX

ω0
= 1

2
LI2

m = 1
2

I2
m

ω2
0C

【R の有効電力】

pR(t)= vR(t)iR(t)

= RI2
m sin2ω0t

【R の一周期の平均電力 PR】

PR = 1
T0

∫T0

0
pR(t) dt

= RI2
m

1
T0

∫T0

0
sin2ω0t dt

= 1
2

RI2
m

1
T0

∫T0

0

[
1−cos2ω0t

]
dt

= 1
2

RI2
m

1
T0

T0

= 1
2

RI2
m

【R で一周期に消費されるエネルギーWD】

WD =
[
平均電力 1

2
RI2

m

]
×

[
周期 T0 = 2π

ω0

]
= RI2

m
π

ω0

または，

WD =
∫T0

0
pR(t) dt

= RI2
m

∫T0

0
sin2ω0t dt

= 1
2

RI2
m T0 = 1

2
RI2

m
2π
ω0

【Q 値】

Q = 2π
WS

WD

= 2π

1
2

LI2
m

RI2
m

π

ω0

= ω0L
R

= 2π

1
2

I2
m

ω2
0C

RI2
m

π

ω0

= 1
ω0CR

= 1
R

√
L
C

∵ ω0 = 1p
LC

この結果は，後述の半値幅方式の定義式から得られるQ

値の式と厳密に一致している．
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課題 RLC直列回路の Q 値（半値幅方式）
図 1に示した RLC直列回路の Q 値を，半値幅方式の

Q 値の定義に基づいて求めよ．

R L C

v(t) = vR(t) + vL(t) + vC(t)

i(t) = iR(t) = iL(t) = iC(t)

図 6 RLC直列回路（図 1の再掲）．

略解
L と C が直列に接続された直列共振回路の場合には，

インピーダンスの絶対値 |Z|が共振時の p
2倍になる周

波数 ω1，ω2 から，∆ω=ω2−ω1 を求めればよい．任意
の角周波数における |Z(ω)| と共振時の Z(ω0) は，それ
ぞれ次式で与えられる．

|Z(ω)| =
√

R2 +
(
ωL− 1

ωC

)2

|Z(ω0)| = R

よって，次式を満たす ωを求めればよい．

|Z(ω)|
|Z(ω0)| =

√
1+

(
ωL
R

− 1
ωCR

)2
=
p

2

∴ ωL
R

− 1
ωCR

=±1

∴ ω2 ∓ R
L
ω− 1

LC
= 0

この二次方程式の解は，

ω=±1
2

R
L

± 1
2

√
R2

L2 + 4
LC

得られた解のうち，0 < ω1 < ω0 = 1p
LC

< ω2 を満たす
解は，

ω1[−]
ω2[+] =

√
1

LC
+ 1

4
R2

L2 ∓ 1
2

R
L

これより，∆ωは，

∆ω=ω2 −ω1 = R
L

これを半値幅方式の Q 値の定義式の ∆ωに代入すれば，

Q = ω0

∆ω
= ω0L

R

さらに，式 (1)から

ω0 = 1p
LC

L = 1
ω2

0C

であることを用いると，

Q = ω0L
R

= 1
ω0CR

= 1
R

√
L
C

となる．これは，エネルギー方式の定義式から得られる
Q 値の式と一致している．
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課題 RLC直列回路の周波数特性の一般化
RLC直列回路のインピーダンスの周波数特性を規格

化したものが，ω0 と Q 値を用いて次式で表されること
を示せ．

f (ω)= 1+ jQ
(
ω

ω0
− ω0

ω

)
また，この場合に，

∆ω= ω0

Q

となることを示せ．

略解
RLC直列共振回路のインピーダンスを規格化すると，

f (ω)= Z
R

= 1+ j
(
ωL
R

− 1
ωCR

)

ここで，虚部の括弧の中を無理やり ω0L
R

= Q でくく
ると，

f (ω)= 1+ j
ω0L

R

(
ω

ω0
− ω0

ω

)
= 1+ jQ

(
ω

ω0
− ω0

ω

)
この特性を図示すると，図 7のようになる．
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図 7 RLC直列回路のインピーダンスの周波数特性を規
格化したもの．

∆ω=ω2 −ω1 は，以下を満たす ω2 と ω1 を求めるこ
とで得られる．

∣∣ f (ω1,2)
∣∣=

√
1+Q2

(
ω

ω0
− ω0

ω

)2
=
p

2

0<ω1 <ω0 <ω2

したがって，次式を解けばよい．
ω

ω0
− ω0

ω
=± 1

Q

上式の解で，0<ω1 <ω0 <ω2 を満たすものは，

ω1[−]
ω2[+] = ω0

2Q

(√
1+4Q2 ∓1

)
よって，

∆ω=ω2 −ω1 = ω0

Q


